Wprowadzenie do programu Maxima

O programie Maxima

Maxima jest programem komputerowym typu CAS (Computer Algebra System - system algebry
komputerowej), wspomagajagcym wykonywanie obliczen matematycznych, zaréwno symbolicznych, jak i
numerycznych. Zastosowanie rachunku symbolicznego pozwala na rozwigzywanie wielu probleméw
matematycznych w sposéb doktadny. Na przyktad liczac catke oznaczong o postaci:

2

f cos x dx
1

po wpisaniu integrate(cos(x),x,1,2); otrzymamy rozwigzanie doktadne postaci sin(2)-sin(1).

Program ten wywodzi sie z opracowanego w Massachusetts Institute of Technology pod koniec lat 60-tych na

zlecenie Departamentu Energii USA programu Macsyma, a umozliwia on m.in.

* wykonywanie obliczeni numerycznych z dowolng doktadnoscig,

* upraszczanie wyrazen algebraicznych i trygonometrycznych,

* symboliczne rozwigzywanie réwnan (w tym rézniczkowych),

* symboliczne rozwigzywanie uktadéw réwnan,

* rézniczkowanie i catkowanie symboliczne,

* operacje na macierzach,

* rysowanie wykresow funkgji,

» wykonywanie obliczen z zakresu rachunku prawdopodobienstwa,

* definiowanie wlasnych funkcji przez uzytkownika,

* programowanie w Lispie,

* eksport otrzymanych wynikéw do formatéw: HTML, LaTeX oraz formatéw graficznych: PNG, PostScript.

Podstawy

Po uruchomieniu Maximy otworzy nam sie nowy plik, ktéry zapisujemy (Plik/Zapisz jako) pod wybrang przez
nas nazwg w odpowiednim folderze. Plik automatycznie dostaje rozszerzenie *.wxm.

Gléwne okno programu stuzy do wprowadzania polecen, ktére koficzymy $rednikiem ; bgdZ znakiem dolara $
Zakonczenie polecenia $rednikiem powoduje, ze Maxima oblicza wyrazenie i wySwietla wynik jego dziatania.
Zakonczenie polecenia symbolem dolara sprawia, Zze Maxima oblicza wyrazenie, przechowuje jego wynik, lecz nie
wys$wietla go. Program rozréznia wielko$¢ liter; wiec f(x) nie jest r6wnoznaczne F(x). W celu wykonania polecenia
stosujemy kombinacje klawiszy Shift+Enter. Przykltadowo chcac obliczy¢ wynik dodawania liczb 87 i 63
wprowadzamy 87+63; i zatwierdzamy polecenie kombinacjg Shift+Enter:

(%11) 87+63;
(%01) 150

Nalezy zauwazy¢, ze kazde polecenie w Maximie jest numerowe, przy czym wiersze wejSciowe sg oznaczone:
%il, %i2, %i3 itd. (gdzie i jest skrotem od input), a wiersze wyjSciowe s3 oznaczone: %01, %02, %o3 itd. (gdzie o
jest skrotem od output). Maxima umozliwia odwotanie do ostatniego wyniku poprzez uzycie symbolu % lub do
jednego z poprzednich wynikéw poprzez wykonanie polecenia %k (k to numer wybranego wyniku). Na przyktad:

(%11) 87+63%

(%12) %+10;
(%02) 160

0]
Jezeli obliczenia przeprowadzamy na liczbach niewymiernych, to wyniki czesto otrzymujemy w formie
symbolicznej:

o® o o°

Jezeli wynik obliczen chcemy wyrazi¢ w postaci dziesietnej (przyblizonej), to mozemy zastosowac polecenie
numer:

(%1i4) sqrt(2),numer;
(%04) 1.414213562373095
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Komentarze w programie Maxima wprowadzamy, uzywajac znakdéw /* oraz */

Operatory matematyczne

Program akceptuje standardowe operatory arytmetyczne oraz operatory przypisania:

dodawanie

+

odejmowanie

mnozenie

dzielenie

potegowanie

mnozenie macierzy

silnia

Przyktad:

Stale matematyczne

Maxima posiada zdefiniowane podstawowe stale matematyczne:

%e stata Eulera e = 2,71828...
%pi liczba = 3,14159...
%i jednostka urojonai=v-1
inf nieskonczonos$¢ oo
minf minus nieskonczonos¢ —oo
Przyktad
(%17) %e;
(%07) e
(%18) float(%e);
(%08) 2.718281828459045

Podstawowe funkcje matematyczne

Podstawowe funkcje stosowane w matematyce jakie mozna znalez¢ w Maximie:

abs(x) warto$¢ bezwzgledna liczby x
entier(x) cato$¢ liczby x
sqrt(x) pierwiastek kwadratowy liczby x
log(x) logarytm naturalny liczby x
exp(x) exponent liczby x
sin(x) sinus liczby x
asin(x) arcus sinus liczby x

Przyktad:

(%19) 10*sin(%pi/2);
9

10 -sin(m/2)
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Definiowanie zmiennych i funkcji

Wyrazenia, tak jak liczby, moga by¢ przechowywane w zmiennych. Nazwa zmiennej moze sktada¢ sie ze
znakéw: A do Z,ado z, 0 do 9, % oraz _. Przyktady poprawnych nazw: a, tmp1, s_1. Warto$¢ do zmiennej przypisuje
sie za pomocg operatora przypisania :. Operator ten przypisuje warto$¢ po prawej strony wyrazenia do zmiennej po
lewej stronie. Przyktadem moze by¢ przypisanie wartosci 10 do zmiennej o nazwie x:

(%110) x:10;
(x) 10

0d tej pory nazwa x mozemy operowa¢ w dalszych obliczeniach tak jak statg 10. Maxima umozliwia takze
stworzenie wlasnych funkcji za pomocg operatora :=. Po nazwie funkcji piszemy zawsze nawiasy (), ktére zawieraja
liste argumentéw (zmiennych) oddzielonych od siebie przecinkami. Jako przyktad utworzymy funkcje realizujaca
logarytm dziesietny argumentu x, po czym ja wywotamy sprawdzajgc poprawno$¢ obliczen:

(%111) 1loglO(x) := log(x)/log(10)$
(%112) 10g10(10);
(%012) 1

Program umozliwia sterowanie wykonywalno$cig funkcji poprzez operator apostrofu . Funkcja lub zmienna,
ktora poprzedza nie jest rozwijana/wykonywana:

(%113) a:1%
(%114) 10*'a;
(%014) 10a

Czasami przydatne jest usuniecie zmiennych lub funkcji bez zamykania programu. Dokonujemy tego za
pomoca polecenia kill(). Wszystkie zmienne mozemy wyczy$ci¢ z pamieci za pomoca polecenia kill(all).

Liczby zespolone

W zakresie dziatan na liczbach zespolonych przydatnymi funkcjami w Maximie s3:

cabs(z) oblicza modut liczby zespolonej z
realpart(z) podaje czes¢ rzeczywistg liczby zespolonej z
imagpart(z) podaje czes¢ urojona liczby zespolonej z
conjugate(z) podaje sprzezenie liczby zespolonej z
rectform(z) podaje liczbe zespolona z w postaci a + ib,
polarform(z) podaje liczbe zespolong z w postaci |z|e®, gdzie 6 € arg z

Przyktad:
(%115) z:1-%i*2$
(%116) cabs(z);
(%016) 5
(%117) polarform(z);
(%017) V5%e ™ atan(2)

Wektory i macierze

Wektorem (listg) jest wszystko co zostato ujete w nawiasy kwadratowe []. Pierwszy element wektora ma
indeks 1. Funkcja matrix tworzy macierz sktadajaca sie z n wierszy. Kazdy wiersz jest rownoliczna lista. Przyktad:

(%118) matrix([al,bl],[a2,b2]);

al bl
%018
( ) [aZ b2
Wybrane funkcje operujace na macierzach:
determinant(M) wyznacznik macierzy M,
adjoint(M) macierz dotaczona do M,
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macierz odwrotna do M,

invert(M)
charpoly(M,x) wielomian charakterystyczny det(M - xI),
rank(M) rzad macierzy M,
transpose(M) macierz transponowana,
$lad macierzy,

mat_trace(M)
col(Ak)
row(A k)

zwraca k-tg kolumne macierzy A,

zwraca k-ty wiersz macierzy

Rownania i uklady rownan
Funkcja solve() stara sie rozwigza¢ symbolicznie dowolne réwnanie lub uklad réwnan. Pierwszym

argumentem jest wyrazenie zawierajace niewiadoma var. Moze by¢ ono dane w trzech postaciach:

* f(x)=g(x)
* f(x)=0
* fx)
Dwie ostatnie postaci sa rownowazne. Gdy réwnanie zawiera tylko jedng zmienna, mozna opusci¢ drugi
argument. Wynik zwrécony jest w postaci listy. Jako przyktad niech postuzy rozwigzanie réwnania kwadratowego o

postaci x°—5x+6=0
(%119) solve(x™2-5*x+6=0,X);
(%019) [x=3,x=2]
Gdy chcemy znalez¢ rozwigzanie uktadu rownan:
xy—x=0
x'+2 xy—y=2

(%120) rl:x*y-x=0%
r2:x"2+2*x*y-y-2=0%
solve([rl,r2],[x,y]);

(%020) [[x=0,y=-2],[x=1,y=1],[x=-3,y=1]]

Podstawowe polecenia programu do rozwigzywania réwnan:
rozwigzuje réwnanie eqn wzgledem zmiennej x

solve(eqn, x)

solve([eqnl, eqn2],[x,y])

rozwigzuje uktad réwnan eqnl i eqn2 wzgledem zmiennych xiy

odczytuje lewa strone réwnania eqn

lhs(eqn)
rhs(eqn) odczytuje prawa strone roéwnania eqn
realroots(poly) znajduje pierwiastki rzeczywiste wielomianu poly
allroots(poly) znajduje numeryczne przybliZenie pierwiastkéw wielomianu poly
znajduje przybliZzone rozwigzanie r6wnania eqn na przedziale [Xo,X1]

find root(eqn, x, x0, x1)

Granice, pochodne i catki
Polecenie limit(expr, x, val, dir) znajduje granice limy..a expr(x). Opcjonalny argument dir okresla czy

szukamy granicy z prawej (plus) czy z lewej (minus) strony:
(%121) limit(sin(x)/x,x,0);

(%021) 1

Polecenia diff() uzywamy do znajdowania pochodnych. Wystepuje ono w kilku wariantach:
-zwraca rézniczke zupetng, czyli sume po pochodnych po wszystkich zmiennych

* diff(expr)
(%122) diff(f(x)*f(y));

(022) 103 2 ) |dety)o] - 100 (51 cter)
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gdzie del(x) oznacza 0
0x

« diff(expr, x, n) -wywotanie diff(f(x), x, n) odpowiada: ;n" f(x)
X

* diff(expr, x1, nl,..,-odpowiada zapisowi: diff(...(diff(expr,xn,nm)...),x1,n1) przy czyn expr musi jawnie
Xn, nm) zaleze¢ od wszystkich zmiennych x1,x2,....xn:

(%123) diff(expr(x,y,z),x,1,y,2,2z,3);

6
(%023) cexpr(x,y,z)

dxdy’dz

Do obliczania zaréwno catek oznaczonych jak i nieoznaczonych uzywamy polecenia integrate():

* integrate(exprx) -oblicza catke z nieoznaczona expr wzgledem zmiennej x = R f(x)dx
(%124) integrate(f(x),x);

(%024) ff(x)dx
* integrate(expr, x, a, b) -oblicza catke oznaczona:

(%125) 1integrate(f(x),x,a,b);
b
(%025) [ f(x)dx

Istnieje wiele funkcji umozliwiajacych catkowanie numeryczne. Przyktadem moze by¢ funkcja romberg() z
pakietu o tej samej nazwie - bardzo prosty i wydajny algorytm (metoda Romberga). Wymaga aby catka byta
witasciwa. Umozliwia numeryczne liczenie catek wielokrotnych:

(%126) Tload(romberg)$
f(x):=exp(-2*¥x"2)$
romberg(f(x),x,0,%pi);

(%026) 0.6266570689954041

Rownania rozniczkowe

W zakresie rownan rézniczkowych Maxima potrafi miedzy innymi:
* rozwigzywac rownania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego:
F(x y(x), y'(x))=0

* rozwigzywac rdwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego:
F(x y(x),y'(x), y"(x)) = 0

* rozwigzywac uktady dwdch lub wiecej réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego:

d d
dy=f(x,y,2), “=g(x,y,z)
X X

d
Oto lista przydatnych funkcji:

ode2(réwnanie, y, x) podaje rozwigzanie ogélne réwnania rozmczkowego rzedu pierwszego lub
drugiego
icl(rozwigzanie ogolne, X=X, podaje rozwigzanie szczeg6lne rownania rézniczkowego rzedu pierwszego
y=Yo) spetniajace warunek y(xo) = yo
ic2(rozwigzanie ogolne, X=X, podaje rozwigzanie szczeg6lne rownania rézniczkowego rzedu drugiego
y=yo, diff(y,x)=y1) spetniajgce warunki: y(Xo) = yo, ¥'(X0) = y1
bc2(rozwiazanie ogolne, x=x1, podaje rozwigzanie szczeg6lne réwnania rézniczkowego rzedu drugiego
Y=Y1, X=Xz, Y=Y2) spetniajace warunki: y(x1) = y1, y(X2) = y2,
desolve([réwnaniel, . . . . . . e
réwnanie2], [y(x), z(x)]) podaje rozwigzanie ogdlne uktadu dwdch réwnan rézniczkowych
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W celu uzyskania rozwigzania szczegolnego, spetniajacego warunki y(x0) = y0, z(x0) = z0, nalezy najpierw wpisac:

atvalue(y(x),X=Xo,yo)
oraz atvalue(z(x),x=x0,z0), a dopiero pozniej skorzystac z funkcji desolve. Jako przyktad rownanie rézniczkowe:

d_y b%
=2 _y=2
dx y xe
(%127) r:'diff(y,x)-y=2*x*exp(x);
(r) iyfyZZX%ex

dx
(%128) ode2(r, y, X);
(%028) y=(x*+%C)%e*

Jezeli Maxima potrafi rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe funkcja method podaje nam metode, ktérg program
wykorzystat do rozwigzania tego réwnania:

(%129) method;
(%029) linear

Rozwijanie, rozkladanie oraz upraszczanie wyrazen

Mimo istnienia pewnych algorytmdéw dla standardowych procedur, upraszczanie wyrazen (algebraicznych,
trygonometrycznych, logarytmicznych i in.) jest nadal jednymi z trudniejszych zadan dla systeméw algebry
komputerowej. Trudno$¢ lezy w wyborze, kiedy i ktora procedure wybraé. Przyktadowo, niektére matematyczne
sytuacje wymagaja rozktadu na czynniki, inne natomiast wymagajg, bySmy najpierw rozwineli dane wyrazenie, a
nastepnie upraszczali. Systemy algebry komputerowej, do ktérych zalicza sie Maxima, nie maja mozliwosSci
okreslenia, ktdrg z drég wybra¢ najpierw. Dlatego matlg ilo$¢ uproszczen da sie wykona¢ automatycznie - do wielu
wyrazen mozna zastosowac wiecej niz jedno polecenie upraszczajace.

ratsimp(expr) upraszcza wyrazenie
fullratsimp(expr) wielokrotnie upraszcza wyrazenie
rootscontract(expr) zamienia iloczyn pierwiastkdw na pierwiastek iloczynu
radcan(expr) upraszcza wyrazenia logarytmiczne, wyktadnicze i pierwiastkowe
logcontract(expr) sktada wiele funkcji logarytmicznych w pojedyncze logarytmy
expand(expr) rozwija wyrazenie
ratexpand(expr) rozwija wyrazenie (polecenie na ogét stosowane do wielomianéw)
factor(expr) rozktada wyrazenie na czynniki
trigsimp (expr) upraszcza wyrazenia trygonometryczne (wykorzystuje zwigzek sin® x + cos?*x = 1)

rozktada funkcje trygonometryczne sumy oraz iloczynu katow (moze wymagac

trigexpand(expr . . .
gexpand(expr) wielokrotnego uzycia tego polecenia)
. sklada sumy oraz potegi sinuséw i cosinuséw w sinusy i cosinusy wielokrotnosci ich
trigreduce(expr) y potes . y y
argumentow
trigrat(expr) upraszcza (do postaci kanonicznej) wyrazenie trygonometryczne

rozwija wyrazenie do postaci, w ktérej czynniki ¢, do ¢, sg niezaleznie od siebie;

facsum(exprco,...,Cn); . . L i/ :
(eXprico,....Ca); uprzednio nalezy zmieni¢ warto$¢: facsum_combine na false

Przyktady:
(%130) (x"2-1)/(x-1);
2
(%030) X1
x—1
(%131) ratsimp(x"2-1)/(x-1);
(%031) x+1
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(%132) '"((x-1)/(sqrt(x)-1)) = radcan((x-1)/(sqrt(x)-1));
(%032) XL —Jxe1
\/x—l

(%133) expand((a+l)"2);
(%033) a?>+ 2a + 1

(%134) factor(a“2-5*%a+6);

(%034) (a - 3) (a - 2)

(%135) '((cos(x)+sin(x))"2) = trigsimp((cos(x)+sin(x))"2);
(%035) (sin X + cos x)? =2 cos x sin x + 1

(%136) trigreduce(sin(x)"3*cos(x));
2sin(2x)—sin(4x)
8

Pakiety

Tak jak w wielu innych §rodowiskach obliczeniowych, Maxima dostarcza zbioru podstawowych polecen oraz
duzy wybdr pakietéw dodatkowych. Polecenie:
load(pakiet);
taduje zawarto$¢ pliku pakiet. Na przyktad pakiet solve rat ineq wczytujemy za pomoca polecenia:

(%139) load(solve rat ineq)$

WyKresy

Rysowanie wykresow funkcji jednej badz dwu zmiennych jest waznym zadaniem do oceniania zachowania sie
funkcji. Maxima uzywa zewnetrznych pakietéw do rysowania wykreséw. Istnieje mozliwo$¢ wyboru miedzy dwoma
takimi pakietami: gnuplot (domys$lny) oraz xmaxima (dawniej znana jako openmath).

Standardowe polecenia do rysowania wykreséw w Maximie to plot2d, plot3d. Do wyswietlania obrazéw w
gléwnym oknie (inline) stosuje sie funkcje wxplot2d oraz wxplot3d.

Polecenie :

plot2d(f(x), [x,x min,x max], optl, opt2,...)
jest jednym z najczesSciej stosowanych polecen do wykreslania funkcji jednej zmiennej postaci y = f(x). Za jego
pomoca rysujemy wykres funkcji f w przedziale [x min,x max] przy dodatkowych opcjach optl, opt2, ... Dodatkowe
opcje sa podawane w formie listy, tzn. w nawiasach kwadratowych.

Przyktadowo, jesli chcemy ograniczy¢ zasieg wyswietlanych wartosci funkcji f, to uzywamy opcji postaci [yy
min,y max]. Przy wykorzystaniu tej opcji wykres zawsze bedzie sie znajdowal wewnatrz podanego zasiegu,
niezaleznie od wartos$ci osigganych w wykresie. Jezeli poziomy zasieg nie jest sprecyzowany, bedzie on ustawiony
jako minimum i maksimum drugiej wspétrzednej punktéw wykresu. Przyktadowo:

(%140) plot2d(x"2,[x,-3,3],[y,-1,10]);

10 T T T T T
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Funkcje stuzgce do rysowania wykreséw w Maximie:

plot2d([f(x)], [x,a,b]) rysuje wykres funkcji f w przedziale [a, b]

rysuje wykresy funkcji f1, . . ., fn w przedziale [a, b] na jednym

plot2d([f1(x), ..., fn(x]], [xa,b]) rysunku

plot3d([f(x,y)], [x.a,b], [y,c.d]) rysuje wykres funkcji f dla (x, y) € [a, b] x [c, d]

rysuje wykres powierzchni zadanej parametrycznie: (x(t, s), y(t,
s),z(t,s)), t € [a, b], s € [c,d]

wxplot2d() oraz wxplot3d() wys$wietlanie obrazéw w gtéwnym oknie (inline)

plot3d([x(t,s), y(t,s), z(t,s)], [t.a,b], [s,c,d])

W celu sformatowania wykresu na wtasny uzytek nalezy do powyzszych funkcji wprowadzi¢ dodatkowe
polecenia. Oto niektére z nich:
* [gnuplot preamble, "set zeroaxis"] - dodaje osie uktadu wspoétrzednych,
* [gnuplot preamble, "set nokey"] - usuwa legende,
* [gnuplot curve titles, ["title 'tytul’"]] - zmienia legende,

* [gnuplot curve styles, ["with lines n"]] - zmienia styl linii, n € {1, ..., 15},
* [gnuplot term, ps], [gnuplot out file, "plot.eps”] - zapisuje wykres do pliku graficznego z rozszerzeniem
.eps8 pod nazwa plot.eps,
* [gnuplot term, png], [gnuplot out file, "plot.png"] - zapisuje wykres do pliku graficznego z rozszerzeniem
.png pod nazwa plot.png.
Przyktady:

(%i41) draw3d(explicit(exp(-x~2-y~2),x,-3,3,y,-3,3))$%

N
COOOO0O0000
orNWwhrLONLOR

T T T T T T

(%142) draw3d(enhanced3d=sqrt(t),line width=3,nticks=150,

parametric(sin(10*t),cos(10*t),t,t,0,2),terminal=wxt)$

1.6
14
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

SE@e
N - - TN

Pozostale

Po wiecej informacji na temat interfejsu (API) Maximy oraz przyktadéw jej obstugi zapraszam na strone:
maxima.sourceforge.net
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Zadania do wykonania

Skrypty zadan prosze zapisywa¢ w osobnych komérkach w ramach jednego pliku. Kazda komérke prosze
opatrzy¢ komentarzem z numerem zadania.

1. Sprowadzi¢ do najprostszej postaci wyrazenie: o
21 o Vavb 2
(¢ '—pt)yarvb 2
Vvb—Ja +ab

2. Rozwigza¢ w zbiorze liczb rzeczywistych rownanie:
5 4 3 2
X —2x —4x"+4x -5x+6=0

3. Znalez¢ wszystkie pierwiastki wielomianu:
5,2
W(x)=x"+x"+1

4. Sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wielomian:
W(x)=2x>+3x" - X’ +x*-3x -2

5. Rozwigzac uktad réwnan:

2x°+ xy —4=0
2y’ +xy —10=0
6. Wyznaczy¢ granice:
. 1
lim
x-2 X ™ 2
7. Obliczy¢ catke oznaczong:
4
f sin (x )’ dx

0

8. Narysowac wykres krzywe;j:

f(t)=(cos(3t)cos(%), COS(SI)SiH(%)) dla t€[0, 27]

9. Narysowac elipsoide dang réwnaniami:
x(t)=cos a cos b, y(t)=sin a cos b, z(t)=sin b, a€[0, 2x], bE[_Tn,

|

N|a

10. Rozwigza¢ rdwnanie rézniczkowe:

y''=2y'+2y=e*+x
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