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KSUD Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Uktad dynamiczny moze by¢ opisany uktadem réwnan rézniczkowych w postaci:

gdzie odpowiednio:
f() - funkcja nieliniowa,
Yy — zmienna stanu,

t — czas.

Dla warunkéw poczatkowych yo = y(to), poszukiwane rozwiazanie réwnania rézniczkowego
w chwili t = ¢y, gdzie: h = (t; — to), mozna wyznaczy¢ korzystajac z rozwiniecia funkcji f()
w szereg Taylora w poblizu punktu 2o:

= ulto + ) = ylto) + hy/(to) + " (1) + . )

Ograniczajac rozwiniecie do:

y1 = y(to) + hy'(to) (3)

oraz podstawiajac w miejsce pochodnej prawa strone réwnania (1), uzyskuje sie zaleznos¢:

y1 = y(to) + hf(y(to), to) (4)

Powtarzajac powyzsza procedure dla kolejnych krokéw otrzymuje sie zaleznosé okreslajaca
metode Eulera (tabela 1). Zwiekszenie dokladno$ci rozwiazania réwnania (1), wedlug
przedstawionej procedury, wymaga dalszego rozwinigcia szeregu Taylora. Nie jest to wy-
godne, poniewaz dalsze skladniki zawieraja wyzsze pochodne funkcji f. Wada ta zostata
wyeliminowana przez Rungego i Kutte poprzez wprowadzenie funkcji aproksymujacej
sktadniki wyzszego rzedu w rozwinieciu Taylora (tabela 1).
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Tabela 1. Algorytmy rozwigzywania réownan réziniczkowych

Algorytm Eulera Tnt1 = Tn + hf(Tn,tn)
k1 =hf(z,, tn)
h
ko = hf(x, + —1a nt5)
Algorytm Rungego - Kutty (R-K) 2 gntl=2,+0—a) ki +a-ks
rzedu 1

a. Heuna: a = 5

b. Eulera - Cauch’ego: a =1
kl = h’f(xnvtn)
k= hf(2n + 5 tn + 5)

i

ks = hf(2n + 5 tn + 3)

k4:hf(a:n+k3,tn+hz
k1 +2-ko+2-ks+ky

6

Algorytm Rungego - Kutty (R-K) 4
rzedu

Tp+1 = Tn +

Przyktad

Wykorzystujac metode Eulera rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe:

t 2t
y' +y= 9277(5) + 605(5)

dla warunkéw poczatkowych:

Pomoc:

Rozwiazanie doktadne wynosi:
4sin(L) + 4cos(§) — 8sin(t) — Tcos(t)

3

N |+

y:

Rozwigzanie

1. Podane roéwnanie rézniczkowe przeksztatcono do ukladu réwnan rézniczkowych

pierwszego rzedu:

=Y, Y2

I
<
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1= i st

Uzyskany ukltad réwnan zaimplementowano w postaci funkcji systemu Matlab — listing 1

Listing 1. Uklad rownan zaimplementowany w postaci funkcji

function [dy] = funkcja(t, y)
dy = [y(2); sin(@.5*t) + cos(@.5*t) - y(1)]
end

Do rozwiazania problemu wykorzystano metode Eulera.

Listing 2. Rozwigzanie rownania rozniczkowego z wykorzystaniem metody Eulera

clear all
h =0.01; % krok
time = 8*pi; % czas rozwigzania
y = [-1; -2]; % warunki poczatkowe
t = @:h:time;
for i = 1:length(t)-1
y(:,i+1) = y(:,1i) + h * funkcja(t(i), y(:,1));
end
yd = ( 4.*%sin(t./2) + 4.*cos(t./2) -8.*sin(t) -7.*cos(t) ) ./ 3;
figure(1);
plot(t,yd,'b', t:Y(l:i),'f", t:Y(Zﬁ):'g"');
grid('on');
legend( 'ydok', "ynum', "dynum");
figure(2); plot(t, yd - y(1,:));
grid('on");

Uwaga:
Przy pomocy polecen tic oraz toc sprawdzi¢ ile czasu zajmuje uzyskanie rozwigzania.

Obliczy¢ btad rozwigzania wykorzystujac zaleznosé:

error = <Z(yd - yn)2>%
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gdzie:
yq -rozwiazanie doktadne,
Yn - TOZWigzanie numeryczne.

Powyzszy wzor implementuje druga norme wektorowa (norme euklidesowa), Polecenie w
systemie Matlab: norm(Y, 2). Gdzie Y jest wektorem, dla rozwazanego problemu Y=yd-yn.

Zadania do wykonania

Zadanie 1

Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe z podanego przykladu stosujac algorytmy Heuna i Eu-
lera-Couch’ego. Wygenerowaé¢ wykresy jak w podanym przykladzie. Obliczy¢ czas potrzeb-
ny do uzyskania rozwiazania oraz btad wedtug podanego wzoru. Uzyskane wyniki poréw-
na¢ z metoda Eulera.

Uwaga: W celu poréwnania metod ustali¢ krok h oraz czas rozwigzania time (we wszystkich

skryptach, implementujgcych analizowane metody wartosci te powinny byc takie same).

Zadanie 2

Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe z podanego przyktadu stosujac algorytmy Rungego- Kut-
ty 4 rzedu. Wygenerowa¢ wykresy jak w podanym przyktadzie. Obliczy¢ czas potrzebny do
uzyskania rozwigzania oraz blad wedlug podanego wzoru. Uzyskane wyniki poréwnac z
metodami: Eulera, Heuna, Eulera Couch’ego.

Uwaga: W celu poréwnania metod ustali¢ krok h oraz czas rozwigzania time (we wszystkich

skryptach, implementujgcych analizowane metody wartosci te powinny byc takie same).

Zadanie 3

Skorzystaé¢ z systemu pomocy programu Matlab i znalez¢é informacje dotyczace wbudowa-
nych metod: ode23 oraz ode45. Wykorzysta¢ uzyskane informacje, rozwiazujac réwnanie

rézniczkowe z podanego przyktadu przy pomocy wbhudowanych metod.
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Zadanie 4
Wykorzystujac wbudowane w system Matlab metody rozwiazywania

réwnan rézniczkowych (ode23 oraz ode45), wyznaczy¢ odpowiedzi na wymuszenie skokowe i

impulsowe obiektu inercyjnego I rzedu:

Utworzy¢ funkcje implementujace réwnania rézniczkowe opisujace badany model, oraz

skrypt ktory:
* zainicjuje parametry modelu,
* uruchomi algorytm wybranej metody,

* wygeneruje wykres uzyskanych odpowiedzi.

Pomoc:

B k
1+

G(s) T
k-U=Y(1+sT)
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E-U=Y+sY-T /L1

keu(t) = y(t) + Td?;—ff)
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