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1. Matematyczny opis wlasciwosci uktadow automatyki

Modelowanie matematyczne to opis wlasciwosci ukltadu automatyki, ktéry niezbedny jest
do przeprowadzenia analizy jego dzialania. Ze wzgledu na charakter ukladéw automatyki
wyrdzni¢ mozna:

* uktady statyczne,

e uktady dynamiczne.
Uklady statyczne to takie w ktorych sygnat wyjsciowy zalezy jedynie od aktualnego stanu
sygnalu wejsciowego. Do opisu wlasciwosci uktadéw statycznych wykorzystuje sie rowna-
nia algebraicznego. Uklady dynamiczne to takie w ktérych wyjscie nie jest jednoznaczng
funkcja wejécia uktadu, a zaleznosé¢ sygnatu wyjsciowego od wejSciowego opisuje sie przy
pomocy réwnan rézniczkowych.
Ponadto podziatu ukltadu automatyki mozna dokonaé ze wzgledu na szereg réznych czynni-
kéw. Ze wzgledu na liniowo$¢ rownania rézniczkowego opisujacego uktad automatyki oraz
stalo$¢ wspolczynnikéw réwnania w czasie méwimy odpowiednio o ukladach liniowych
badz nieliniowych oraz o stacjonarnych lub niestacjonarnych. Ze wzgledu na charak-
ter sygnatéw uktady dzieli sie na ciagle badz dyskretne. Analizujac uktad ze wzgledu na
ilos¢ wejsé i wyjs¢ wyrozni¢ mozna ukltady jedno- i wielowymiarowe.
Liniowy, stacjonarny uklad jednowymiarowy moze by¢ opisany przy pomocy ogdlnego
rOwnania:

d"y(t)

dy(t
ap  ————+ ...+ a1 M—I—ao

dtn CTat -y(t) T al?) delt)

gdzie:

y(t) — sygnal wyjsciowy (odpowiedz uktadu),
x(t) — sygnal wejSciowy (wymuszenie).

Rzad n najwyzszej pochodnej odpowiedzi uktadu nazywa sie rzedem uktadu ( n > m).

Poddajac wyrazenie 1.1 dwustronnemu przeksztalceniu Laplace’a przy zerowych warun-
kach poczatkowych otrzymuje sie zaleznosc:

U ot 2 PO 4o T ey 12)

L{a, T 7

o y(t)} = L{bm

ans"Y (s) + ...+ a18Y (s) + agY (s) = by s X(8) + ... + b1sX(s) + boX(s)  (1.3)
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Stosunek transformaty Laplace’a sygnatu wyjéciowego do transformaty Laplace’a sygnatu

wejsciowego nazywa si¢ transformata operatorowsq:

Y(s) bpms™+...+bis+by

X(s) N aps™ + ...+ a1s+ ag (1.4)
Gls) = f(i; (1.5)

Ztozony uktad dynamiczny moze by¢ rozpatrywany jako zbior potaczonych ze sobag prost-
szych uktadow. Elementy automatyki ktérych opis matematyczny jest na tyle mato skom-
plikowany ze nie ma potrzeby przedstawiania ich w postaci prostszej nazywa sie podsta-

wowymi czlonami dynamicznymi.

2. Charakterystyki czasowe i czestotliwoSciowe

W celu okreslenia wtasciwosci dynamicznych obiektow bada si¢ odpowiedz uktadu na zada-
ne znane wymuszenie. Charakterystyki ukltadéw automatyki pozwalaja w graficzny sposéb
przedstawi¢ ich wlasciwosci dynamiczne. Ze wzgledu na dziedzine wyrdznia sie:

* charakterystyki czasowe,

* charakterystyki czestotliwosciowe.

2.1. Charakterystyki czasowe

Charakterystyka czasowa to przebieg odpowiedzi uktadu bedacego w stanie réwnowagi po
podaniu na jego wejscie okreslonego sygnatu. W celu mozliwoéci poréwnania wlasciwosci
badanych uktadéw stosuje sie okreslone sygnaly testowe. Najczesciej stosowanymi sygnata-

mi testowymi sg:

* skok jednostkowy 1(t) — tzw. funkcja Heaviside’a
0 dlat<O0
xz(t) =1(t) = { 1 dlat<0 (2.1)

Odpowiedz ukladu na takie wymuszenie wyraza si¢ wzorem:

h(t) = L1 {@} (2.2)

S
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* impuls Diraca d(t)

(1) = 8(t) = { et 7:8 (2.3)

Odpowiedz ukladu na takie wymuszenie nazywa sie odpowiedzia impulsowa:

g(t) = L7 {G(s)} (2.4)

2.2. Charakterystyki czestotliwo$ciowe

Charakterystyki czestotliwosciowe przedstawiaja odpowiedZ obiektu na wymuszenie harmo-
niczne (sinusoidalne) o czestotliwosci zmieniajacej sie w zadanym zakresie. Jezeli znana jest
transmitancja operatorowa uktadu to w celu wyznaczenia charakterystyk czestotliwoscio-

wych wyznacza sie¢ transmitancje widmowa:

G(w) =G(s)|,_;, = X(jo) (2.5)

G(jw) = Re G(jw) + jIm G(jw) = P(w) + jQ(w) (2.6)

Transmitancje widmowa bedaca wielkoscia zespolona mozna wyrazi¢ jako:

G(jw) =| G(jw) | ¥+ (2.7)
gdzie:
p(w) = argG(jw) = arctan % = arctan ggii (2.8)

2.2.1. Charakterystyka Nyquista

Charakterystyka amplitudowo-fazowa (Nyquista) to wykres transmitancji widmowej na
plaszczyznie zespolonej. Charakterystyka ztozona jest z punktéw ktére odpowiadajg trans-
mitancji widmowej dla kolejnych wartosci pulsacji w € [0, 00). Na osi odcietych znajduje sie
warto$¢ czesci rzeczywistej transmitancji widmowej natomiast na osi rzednych czesci urojo-

nej.
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A /Im G(jw)

L7 Re G(jw)

Gl jwn)

Rys 2.1 Charakterystyka amplitudowo-fazowa (Nyquista)

2.2.2. Charakterystyki Bodego

Wyréznia sie dwie zasadnicze charakterystyki czestotliwosciowe wyznaczone w skali loga-

rytmicznej:

* logarytmiczna charakterystyka amplitudowa — przedstawiajaca logarytmiczny modut

wzmocnienia w funkcji czestotliwosci w skali logarytmicznej:

Lm(w) =20log | G(jw) | (2.9)

* logarytmiczna charakterystyka fazowa — przedstawia przesuniecie fazowe w funkcji

czestotliwosci wyrazonej w skali logarytmicznej — zaleznosé 2.8.

A Lim{w) f’j{mj

L >

log w log w

Rys 2.2 Charakterystyki Bodego
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3. Podstawowe czlony dynamiczne
3.1. Czlon bezinercyjny (proporcjonalny)

Czlon proporcjonalny jest najprostszym z podstawowych czlonéw automatyki. Zaleznoscé
wejscia od wyjscia cztonu proporcjonalnego opisuje rownanie:

y(t) = k- 2(t) (3.1)
gdzie:
y- warto$¢ wyjsciowa,

x — warto$¢ wejsciowa.

O wartosci sygnatu wyjsciowego decyduje tylko stan wejécia w aktualnej chwili czasu.
Wielkoscia charakteryzujaca jest wspdélczynnik wzmocnienia k.

Transmitancja operatorowa przyjmuje postac:

G(s) =k (3.2)

Natomiast transmitancja widmowa odpowiednio:

G(jw) =k (3.3)
Pw)=Re G(jw) =k (3.4)
Qw)=Im G(jw) =0 (3.5)

Odpowiedz skokowa i impulsowa opisujg réwnania:

h(t) =k - 1(t) (3.6)
g(t) = k- 8(t) (3.7)

Przyktadami cztonéw proporcjonalnych sa m.in. przektadnie mechaniczne, dzielniki napie-

cia.
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Rys 3.1 Charakterystyki czasowe cztondéw proporcjonalnych

Nyquist Diagram
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Rys 3.2 Charakterystyki Nyquista cztonéw proporcjonalnych
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Bode Diagram
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Rys 3.3 Charakterystyki Bodego cztonéw proporcjonalnych

3.2. Czlon inercyjny I rzedu
Czton inercyjny rzedu I opisany jest rownaniem rézniczkowym:
dy(t)

T2 4 y(t) = ha(t) (3.8)

gdzie:
k — wspolczynnik wzmocnienia,

T — stala czasowa.

Transmitancja operatorowa przyjmuje postac:

(3.9)
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Transmitancja widmowa:

, k
Glw) = 1+ jwT
P(w) =Re G(jw) = T 2T
. kwT
Qw)=Im G(jw) = — T r T2
Odpowiedz skokowa i impulsowa to odpowiednio:
h(t)=k-(1—e T)
k ¢
g(t) = T

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Przyktadami czlonu inercyjnego I rzedu sa np. filtr dolnoprzepustowy RC, zbiornik zasila-

ny ciecza o swobodnym uptywie.
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Rys 3.4 Charakterystyki czasowe czltonow inercyjnych I rzedu
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Nyquist Diagram
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Rys 3.5 Charakterystyki Nyquista cztonéw inercyjnych I rzedu

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Bode Diagram

Frequency (rad/s)

Rys 3.6 Charakterystyki Bodego cztondw inercyjnych I rzedu
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Szeregowe polaczenie n cztonéw inercyjnych pierwszego rzedu nazywa sie czlonem inercyj-
nym n-tego rzedu.
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Rys 3.7 Charakterystyki czasowe cztonow inercyjnych roznych rzedow

Nyquist Diagram
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Rys 3.8 Charakterystyki Nyquista cztonow inercyjnych roznych rzedow
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Rys 3.9 Charakterystyki Bodego cztonow inercyjnych réinych rzedow

3.3. Czlon calkujacy idealny

Rownanie rézniczkowe opisujace idealny czlon catkujacy ma postac:

lub:

Transmitancja operatorowa wyraza si¢ rOwnaniem:

dy(t) _

WO _ ka(t) (3.15)
y(t) = / ka(t)dt (3.16)

Gls) = S (3.17)

12
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Transmitancja widmowa cztonu catkujacego idealnego to:
k
G(jw) = —
(Jw) T

P(w) =Re G(jw) =0

Q) =Tm G(ju) = -

Odpowiedz skokowa i impulsowa cztonu:

Step Response
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Rys 3.10 Charakterystyki czasowe idealnych cztonow catkujgcych.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

18
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10

Nyquist Diagram
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Rys 3.11 Charakterystyki Nyquista idealnych cztondw catkujgcych
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Rys 3.12 Charakterystyki Bodego idealnych cztonow catkujgcych
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3.4. Czlon caltkujacy rzeczywisty (z inercja)

Rzeczywisty czton catkujacy opisuje si¢ rownaniem:

T

d?y(t) N dy(t)
dt2 dt

lub:

t

sz—? +y(t) = /km(t)dt

0

Transmitancja operatorowa wyraza si¢ rOwnaniem:

Transmitancja widmowa czlonu catkujacego rzeczywistego to:

. k
CU =G —am
P(w) =Re G(jw) = —%
. k
Qw) =1Im G(jw) = "ol + wiT?)

Odpowiedz skokowa i impulsowa cztonu:

ht) =kt —kT(1—e T)

= kx(t)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

15
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Step Response
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Rys 3.13 Charakterystyki czasowe rzeczywistych cztondéw catkujgcych

Nyquist Diagram
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Rys 3.14 Charakterystyki Nyquista rzeczywistych cztondéw catkujgcych
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Bode Diagram
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Rys 3.15 Charakterystyki Bodego rzeczywistych cztonéw catkujgcych

3.5. Czlon rézniczkujacy idealny

Zaleznos¢ 3.31 przedstawia réwnanie rézniczkowe opisujace idealny czton rézniczkujacy.

Transmitancja operatorowa wyraza si¢ rOwnaniem:

G(s)=k-s

Transmitancja widmowa cztonu catkujacego idealnego to:
G(jw) = jwk
P(w) =Re G(jw) =0
Qw) =Im G(jw) = kw

Odpowiedz skokowa cztonu:

(3.31)

(3.32)

(3.33)
(3.34)

(3.35

(3.36)
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Przyktady idealnego cztonu rézniczkujacego to idealny kondensator, idealna sprezyna.

Imaginary Axis

Rys

Magnitude {dB)

Nyquist Diagram
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Rys 3.17 Charakterystyki Bodego idealnych czlonow rézniczkujgcych
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3.6. Czlon rézniczkujacy rzeczywisty (z inercja)

Rzeczywisty czton rézniczkujacy opisany jest rownaniem:

dy(t) da(t)
77— )=k
a Y=k
Transmitancja operatorowa to zatem:
G(s) = ————
() 1+7T-s

Transmitancja widmowa cztonu catkujacego idealnego to:
Jwk

GO =TT

w2kT

P(w) =Re G(jw) =

k
Qw) =Im G(jw) = JW

Odpowiedz skokowa cztonu:

1+ w?7?

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

19
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Step Response
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Rys 3.18 Charakterystyki czasowe rzeczywistych cztondw rézniczkujgcych

Nyquist Diagram
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Rys 3.19 Charakterystyki Nyquista rzeczywistych czlondw rozniczkujgcych
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3.7. Czlon oscylacyjny
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Rys 3.20 Charakterystyki Bodego rzeczywistych cztonow rézniczkujgcych

Czton oscylacyjny opisuje réwnanie rézniczkowe:

gdzie:

T2 dgdtg ) tocT, dgf) 4 y(t) = ka(t) (3.43)
ddytgt) + 2¢w nd?ilgf) + wiy(t) = kw?u(t) (3.44)

- pulsacja drgan wtasnych niettumionych,

T, -

okres drgan wtasnych niettumionych

¢ - wspélczynnik ttumienia wzglednego

k - wspolczynnik wzmocnienia

21
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Transmitancja operatorowa to zatem:

k
Gls) = T2s24+2¢T,s+1
k 2
G(s) = “n

s2 + 2wy, s + w?

Dla wzoru 3.46 transmitancja widmowa wynosi:

kw? kw?

G(S) n — n

- J2w? + 20w, (jw + w2 w2 — w? 4 2jCww,

Zatem:
Eo? (w2 — w2
(W2 — w?)? 4+ 4(%w2w?
2kCw3w
Qw) = —

(Wi — w?)? + (2qwnw)?

Charakterystyka skokowa opisana jest zaleznoscia:

e—wnCt

Vi

h(t)y="F|1— sin(wyt + @)

gdzie odpowiednio:

Wy = wWnp/ 1 — (2
1-C2
¢

( = arctan

Przyktadem cztonu oscylacyjnego jest uktad RLC.

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

22
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Step Response
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Rys 3.21 Charakterystyki czasowe cztondéw oscylacyjnych

Nyquist Diagram
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Rys 3.22 Charakterystyki Nyquista czltondw oscylacyjnych
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Bode Diagram
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Rys 3.23 Charakterystyki Bodego cztonow oscylacyjnych

3.7. Czton opdzniajacy
Czlon oscylacyjny opisuje rownanie rézniczkowe:

y(t) = kz(t — L)
gdzie:

L — czas opdznienia.

Transmitancja operatorowa przyjmuje postac:

G(s) = ke™sE

10*

(3.53)

(3.54)
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Transmitancja operatorowa to zatem:

Zatem:

G(jw) = ke 7L

P(w) = Re G(jw) = kcos (wL)

Q(w) =Im G(jw) = ksin (wL)

Charakterystyka skokowa wyraza si¢ wzorem:

h(t) = k1(t — L)

g(t) = ké(t — L)

Przyktadem cztonu opdzniajacego jest tasmocigg lub linia diuga.

Amplitude

Amplitude

[\

o

=1
n

[

=1
n

[

i
]
n

Step Response

: (; {4] £ il
[ {—;{szf [T
L Gis)=e "% ¢
‘ G(s)=2e "%
0.5 1 - : |
Time (seconds)
Impulse Response
G{rﬁ]:ﬁ. 0.1 i
(;{H]:E (.3
G(s)=e b
(‘;{5]=2E .
0 05 1 - ; |

Time (seconds)

Rys 3.24 Charakterystyki czasowe czltonéw opézniajgcych

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Fhase (deg)

Imaginary Axis

Nyquist Diagram
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Rys 3.25 Charakterystyki Nyquista czlonow opdiniajgcych
Bode Diagram
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Rys 3.25 Charakterystyki Bodego cztondw opdzniajgcych
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4. Tworzenie charakterystyk czlonéw dynamicznych w Srodowi-
sku MATLAB

Charakterystyki czasowe w MATLAB-ie wykresli¢ mozna w oparciu o 2.2 oraz 2.4 i znajo-

mos¢ transmitancji operatorowej obiektu. Dla cztonu inercyjnego I rzedu o transmitancji:

k
= 4.1
O (4.1)
Odpowiedz na wymuszenie skokowe to:
k 1
=Lt .= 4.2
ht) = £ {T-s—i—l s} (42)

ht) = £ {; . ﬁ} (4.3)

h(t)=k-(1—eF) (4.4)

Przyktadowy program w jezyku MATLAB wykreslajacy odpowiedZ ukladu inercyjnego I
rzedu na wymuszenie skokowe przedstawiono ponizej.

Listing 4.1 Program rysujgcy charakterystyke skokowq czlonu inercyjnego I rzedu

arametry cztonu inercyjnego I rzedu
1;
0.3;

P

H o oo

$Wyznaczenie h(t)
t=1linspace(0,10,1000);
ht = k * (1 - exp(-t./T));

$Wykreslenie charakterystyki
figure(l); grid on; hold on;

plot (t,ht);

title('Step response');

xlabel ('t', 'Interpreter', 'Latex");

ylabel ('h(t) ', '"Interpreter', 'Latex"');
leg=legend ('G(s) = $\frac{l1}{0.3s+1}s");
leg.Interpreter = 'latex';

leg.FontSize = 15;
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Step response

0.9r

08

Rys 4.1. Wynik dzialania program z listingu 4.1

Aby wyznaczyé¢ charakterystyki czestotliwoSciowe powyzszego czlonu nalezy przejsé z

transmitancji operatorowej na widmowa wg zaleznosci 2.5. Ponizej przedstawiono przykta-

dowy kod programu.

Listing 4.2 Program rysujgcy charakterystyke Nyquista czlonu inercyjnego I rzedu

arametry czionu inercyjnego I rzedu
1;
0.3;

P

H &~ o

%Wyznaczenie transmitancji widmowej
w=logspace (-2,4,1000) ;

s=j*w;

Gs = 1./ (T*s+1);

$Wykreslenie charakterystyki

figure(2); grid on; hold on;

plot (Gs); %$lub rdédwnoznacznie plot (real (Gs),imag(Gs))
title ('Nyquist');

xlabel ('Re $G(j \omega)$', 'Interpreter', 'Latex');
ylabel ('Im $G(J \omega)$', 'Interpreter', 'Latex');
leg=legend('G(s) = S$\frac{1}{0.3s+1}$");
leg.Interpreter = 'latex';

leg.FontSize = 15;
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Nyquist
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Rys 4.2. Wynik dzialania program z listingu 4.2

Analogicznie korzystajac z zaleznosci 2.8 i 2.9 wyznaczy¢ mozna charakterystyki Bodego.
Do wykreslenia pulsacji w skali logarytmicznej nalezy uzy¢ funckji semilogx (). Do za-
miany wartod$ci przesunigcia fazy w radianach na stopnie mozna wykorzystaé¢ funkcje rad-
todeg (). Do usuniecia skokow fazy wiekszych niz 7 nalezy uzy¢ funkcji unwrap ().

Charakterystyki czasowe i czestotliwosciowe cztonu dynamicznego w MATLAB-ie mozna
wykresli¢ réwniez z wykorzystaniem funkcji pakietu Control system Toolbox. Pakiet Con-

trol System Toolbox posiada szereg funkcji pozwalajacych na definiowanie modelu obiektu
zadanego w postaci:

* transmitancji — funkcja tf ();
* przestrzeni stanu — funkcja ss () ;

zer, biegunéw, wzmocnien - funkcja zpk ();

Ponadto pakiet zawiera szereg funkcji do konwersji miedzy ré6znymi postaciami opisu ukta-
du m.in. tf2ss (), ss2tf (), tf2zp() itd.
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Do wyznaczania charakterystyk czasowych i czestotliwo$ciowych stuza odpowiednio funk-

cje: step (), impulse (), nyquist (), bode ().

Przyktad uzycia funkcji z pakiety Control System Toolbox do wykreslenia charakterystyki

Bodego uktadu inercyjnego I rzedu przedstawiono ponizej.

Listing 4.3 Program rysujgcy charakterystyke Bodego czlonu inercyjnego I rzedu z uzyciem funckji

pakietu Control System Toolbox

%0kreslenie transmitancji operatorowe]j
s=tf('s'");
Gs=1/(T*s+1) ;

$WykresSlenie charakterystyki
figure (1) ;

bode (Gs); grid on; hold on;
leg=legend ('G(s) = $\frac{l1}{0.3s+1}s");
leg.Interpreter = 'latex';
leg.FontSize = 15;
Bode Diagram
2 ol .
v .
=)
2
= .
@ 00 N
= .
™
30 -
— : i
= ~ ‘ G(s) = gz3
i) .
= .
@ -45 .
@ .
= .
o ~.

0! 10° 10’

Frequency (rad/s)

Rys 4.3. Wynik dzialania program z listingu 4.3

=
P

Pakiet Control System Toolbox zawiera réwniez ciekawe narzedzie graficzne do analizy sys-
temow liniowych — Linear System Analyzer. Narzedzie to pozwala tworzyé¢ wybrane charak-

terystyki badanego obiektu przy pomocy narzedzia graficznego. Linear System Analyzer
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uruchomié¢ mozna poleceniem ltiview (SYS) gdzie SYS to model obiektu ktory uzytkownik

chce analizowad.

Step Response

Impulse Response
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Rys 4.4. Charakterystyki wyznaczone z uzyciem narzedzia Linear System Analyzer
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Zadania do wykonania

Zadanie 1

Utworzy¢ skrypt wyznaczajacy charakterystyki odpowiedzi skokowej i impulsowej cztonu

inercyjnego pierwszego rzedu o transmitancji:

1.2

Gl9) = 1035

Zadanie rozwigzaé z wykorzystaniem podstawowych funkcji programu Matlab (bez wykorzy-

stania pakietu Control System Toolboz).

Zadanie 2
Dla modelu z zadania pierwszego wyznaczy¢ charakterystyki Nyquista i Bodego.

Zadanie rozwigzaé z wykorzystaniem podstawowych funkcji programu Matlab (bez wykorzy-

stania pakietu Control System Toolboz).

Zadanie 3
Utworzy¢ funkcje ktora wyznacza charakterystyki odpowiedzi skokowej i impulsowej cztonu
opoOzniajacego o transmitancji:

G(s)=k-e 5t

Funkcja powinna pobiera¢ takie parametry jak:
k — stata wzmocnienia,
L — czas opdznienia,

t1. ts, n — parametry wektora czasowego

Zadanie rozwigzac z wykorzystaniem podstawowych funkcji programu Matlab (bez wykorzy-
stania pakietu Control System Toolboz)
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Zadanie 4

Dla modelu z trzeciego zadania stworzy¢ funkcje ktéra wyznaczy charakterystyki Bodego i
Nyquista.

Zadanie rozwigzaé z wykorzystaniem podstawowych funkcji programu Matlab (bez wykorzy-
stania pakietu Control System Toolboz)

Zadanie 5

Utworzy¢ skrypty wyznaczajace charakterystyki odpowiedzi skokowej, impulsowej, Bodego
i Nyquista dla obiektéw

a) o transmitancjach:

26—0.33

Cils) =T33,
3
GQ(S) = g
G (s) = :

ST 025 +1)(0.3s5 + 1)
9
Gals) = s(l4s+1)

2s

Gs(s) = gms 71

b) opisanych réwnaniami rézniczkowymi:

Py(t) | dy(t)
dt? dt

0,3 = 2x(t)

y(t) =2x(t —0.3)

Do rozwigzania zadania wykorzystaé funkcje pakietu Control System Toolbox.
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